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Espaces complets

Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
Utilisation de la notion de convexité en analyse.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert et a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur
H i.e. vérifiant les conditions :

(i) 3c>0/Vu,v € H,|a(u,v)| < d|u]|[[v]|
(ii) Ja > 0/Yv € H,a(v,v) > al|v]||?

Soit K un convexe fermé non vide, étant donné p € H', il existe u € K tel que

Yo € K,a(u,v —u) > p(v—u) (%)

Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisé par

ue K
;a(u, u) — o(u) = min {;G(U’ v) — QO(U)}

Preuve :

Etape 1 : Reformulons le probléme (%) en terme de probléme de point fixe.

D’apres le théoreme de représentation de Riesz,

De plus, pour tout u € H fixé, v — a(u,v) est linéaire continue donc il existe un unique Au € H tel

Af € HYo € H,p(v) = {f, )

que a(u,v) = (Au,v).

A est alors un opérateur linéaire de H dans H par unicité avec Yu € H, {

[ Aul| < cffull
(Au,u) > alful]*

Le probleme (%) consiste alors a trouver u € K tel que

Vo € K, (Au,v —u) > (f,v —u)
< Yo e K,Vp>0,{(pf — pAu+u —u,v —u) <0
< u= Px(pf — pAu+ u)
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soit une contraction afin
Pr(pf — pAv +v)

, K
Etape 2 : Trouvons p tel que y :
d’utiliser un théoréme de point fixe.

Comme Py est 1—lipschitzienne,
Vo1, vz € K, [|S(v1) = S(v2)|| < [[(v1 — v2) — p(Avr — Awy)]|
D’ou

1S (v1) = S(wa) || < [Jor = va]|* = 2p(v1 — va, Avy — Ava) + p?||Avy — Awy||?
< (1—=2pa+ p*c)[[or — valf?

Comme 1 — 2pa + pc? ~ 1 —2pa < 1, il existe p > 0 tel que 1 — 2pa + p*c® < 1.
p—

On a alors

1S (v1) = S(v2)|| < Klvr — va|

Par théoreme de point fixe de Picard, S admet un point fixe.

Supposons de plus que af(-,-) est symétrique

Si de plus a(-, ) est symétrique, (u,v) — a(u,v) définit un nouveau produit scalaire sur H de
norme u — a(u,u)? équivalente a || - ||. H est donc un espace de Hilbert pour ce produit scalaire.
Par théoreme de Riesz, il existe g € H tel que pour pour tout v € H, p(v) = a(g,v).

Alinsi,
(%) <= Wwe K,a(g—u,v—u) <0
— u= Pgg

ot Pk désigne la projection de g au sens du produit Scallaire défini par a.
I1 faut donc trouver u € K réalisant Héllr(l a(lg —v,g —v)2.

Ceci revient & minimiser sur K la quantité a(g — v,¢g — v) donc a minimiser a(v,v) — 2a(g,v) donc

1
minimiser ga(v, v) — p(v). O



Annexe
Application (Résolution du probléme de Dirichlet non homogene en dimension 1). Soit I =

10,1], f € L*(I) et o, B € R, il existe u € H*(I) unique vérifiant :

—u"+u=f surl
a(0) = a,u(1) = B

avec U le représentant continue de u.

De plus, u s’obtient par
, 1
u=  min {2/1) +v?) /fv}

veH!
v(0)=a,v(1)=5

Soit K la partie de H'(I) définie par
K = {v e H'(0I),0(0) = a, (1) = )

Preuve :

K est un convexe fermé de H'(I) Si u est une solution classique, alors

VveK,/Iu’(v—u)/—l—/lu(v—u):/If(v—u)z/lf(v—u)

Donc par théoreme de Stampacchia, il existe un unique u € K solution du probleme de Dirichlet

Ce u s’obtient par
1
u=  min { / v + 02 /fv}
veH1 2
v(0)=a,v(1)=8
O
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